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Introducción

Vamos a estudiar las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDPs). Una

EDP es una relación entre una función desconocida o variable dependientes u de varias

variables u = u(x, y, z, t, . . .) y sus derivadas parciales con respecto a dichas variables

(variables independientes), por ejemplo la posición r⃗ = (x, y, z) y el tiempo t.

Las EDPs son esenciales en la descripción matemática de los procesos y las leyes

f́ısicas. Más abajo mencionaremos algunos ejemplos de las ecuaciones más importantes,

algunas de las cuales vamos a estudiar en este curso.

El orden de una EDP es el mayor de los órdenes de las derivadas parciales que

intervienen en la ecuación. Muchas (la mayoŕıa) de las ecuaciones de la f́ısica son de

segundo orden (ecuación de ondas, ecuación de Laplace, ...). Vamos a centrarnos, pues,

en ellas, pero necesitaremos primero, lógicamente, estudiar las soluciones de las EDPs de

primer orden. Algunos de los métodos que vamos a estudiar se extienden a las ecuaciones

de orden superior. También usaremos muchas de las ideas que hemos desarrollado en

este curso y anteriores sobre las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una EDP es lineal si la dependencia en u y sus derivadas es lineal y se llama

homogénea si no contiene términos independientes de u o sus derivadas parciales (y por

lo tanto admite la solución trivial u = 0). Las EDPs lineales y homogéneas satisfacen

el principio de superposición: si u1, u2, . . . , un son soluciones, con n finito o infinito,

entonces cualquier combinación lineal de ellas u = c1u1 + c2u2 + . . .+ cnun también lo

es.

Estudiaremos la existencia de soluciones generales de las ecuaciones lineales en

términos de funciones arbitrarias. Las soluciones particulares se obtendrán en presencia

de condiciones de contorno. También estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones

bajo determinados tipos de dichas condiciones. Finalmente veremos algunos métodos

de resolución, especialmente el de separación de variables.

Vamos a mencionar algunas de las EDPs más relevantes que aparecen en distintas

ramas de la F́ısica. Algunas ya han aparecido en las asignaturas de primero y segundo

curso. Otras irán apareciendo en lo sucesivo.

Sea u = u(r⃗, t) = u(x, y, z, t), donde r⃗ puede venir expresado en coordenadas

cartesianas, ciĺındricas, esféricas, etc. según el problema que estemos considerando. Sea

∇ el operador gradiente (en cartesianas: ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
)) y ∇2 el operador laplaciano (en

cartesianas: ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
).

Utilizaremos sub́ındices para representar las derivadas parciales: ux = ∂u
∂x
, uxxx =

∂3u
∂x3

, uxt =
∂2u
∂x∂t

, etc.

Algunos ejemplos de EDPs relevantes en F́ısica:
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EDPs lineales de primer orden:

Ecuación de continuidad: ut + b⃗ · ∇u = 0.

Ecuación de Dirac: (iℏ/∂ −mc)Ψ = 0.

EDPs de segundo orden lineales y homogéneas:

Ecuación de ondas: ∇2u− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0, (uxx − utt = 0).

Ecuación de Laplace: ∇2u = 0, (uxx + uyy = 0).

Ecuación del calor: ∇2u− 1

κ

∂u

∂t
= 0, (uxx − ut = 0).

Ecuación de Schrodinger: − ℏ2

2m
∇2Ψ+ UΨ = iℏ

∂Ψ

∂t
, (−uxx + Uu = iut).

Ecuación de Helmholtz: ∇2u+ κu = 0, (uxx + ku = 0).

Ecuación de Klein-Gordon: ∇2u− 1

c2
∂2u

∂t2
= µ2u, (uxx − utt = µ2u).

Ecuación de Fokker-Planck: ut + β(xu)x + duxx = 0.

EDPs de segundo orden lineales no homogéneas:

Ecuación de Poisson: ∇2u = f(r⃗).

EDPs lineales de orden superior:

Ecuación de Airy: uy + uxxx = 0.

Ecuación de la viga: uy + uxxxx = 0.

Ecuación de Boussinesq: utt + α2uxx + β2uxxtt = 0.

EDPs no lineales:

Ecuación eikonal: u2x + u2y + u2z = n2(r⃗).

Ecuación de Korteveg-de Vries (KdV): ut + uxxx − 6uux = 0.

Ecuación de Kadomtsev-Patviashvili (KP): (ut + uxxx − 6uux)x + uyy = 0.

Ecuación de Liouville: ∇2u+ eλu = 0.

Ecuación de sine-Gordon: uxx − uyy + senu = 0.

Ecuación de Ginsburg-Landau: iut + puxx + q|u|2u = iγu.
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1. EDPs lineales de primer orden

Comenzaremos estudiando las ecuaciones lineales de primer orden, cuya forma ge-

neral será:

a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = r(x, y), (1.1)

con a, b, c, r, funciones dadas de x, y. Nos restringimos al caso en que sólo hay dos

variables independientes, aunque se puede generalizar a mayor número de variables.

1.1. Método general: curvas caracteŕısticas

La estrategia general consistirá en buscar un cambio a unas nuevas variables p =

p(x, y), q = q(x, y), de tal manera que las derivadas respecto a una de estas variables

desaparezcan de la ecuación, la cual se reducirá a una EDO con una de las variables

jugando el papel de un parámetro. Con más detalles:

ux =
∂u

∂x
=
∂u

∂p

∂p

∂x
+
∂u

∂q

∂q

∂x
= uppx + uqqx,

uy =
∂u

∂y
=
∂u

∂y

∂p

∂y
+
∂u

∂q

∂q

∂y
= uppy + uqqy,

(1.2)

y sustituyendo en la ecuación:

a(uppx + uqqx) + b(uppy + uqqy) + cu = r ⇒ (apx + bpy)up + uq(aqx + bqy) + cu = r.

(1.3)

Elegiremos p(x, y) tal que

apx + bpy = 0, (1.4)

de donde vemos que p debe satisfacer

px
py

= − b

a
. (1.5)

Además si p es una solución de (1.4). y consideramos las curvas p(x, y) = cte, tenemos

que dp = pxdx+ pydy = 0 y por lo tanto:

px
py

= −dy
dx
. (1.6)

Combinando ambas ecuaciones llegamos a que las curvas p(x, y) = cte son las (las

curvas integrales de la ecuación:

dy

dx
=
b(x, y)

a(x, y)
, (1.7)
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que se denominan curvas caracteŕısticas y nos dan soluciones de (1.4). La elección de

p(x, y) no es, evidentemente, única, ya que si p(x, y) = cte, cualquier función de p

también será constante. En la práctica haremos la elección más sencilla posible. Para

la otra variable, q(x, y) haremos también una elección sencilla, por ejemplo q(x, y) = y

(o q(x, y) = x, o cualquier otra independiente de p(x, y)).

Con este cambio de variables la ecuación de primer orden (1.1) se reduce entonces

a buq+cu = r, que es una ecuación ordinaria con respecto a la variable q, y la constante

de integración será de hecho una función arbitraria de p = p(x, y). En el caso particular

c = r = 0 entonces tenemos sencillamente uq = 0, con lo que la solución es simplemente

u = u(p) = u(p(x, y)).

Para determinar de manera única la solución debemos especificar condiciones de

contorno adicionales que nos den, por ejemplo, el valor de u a lo largo de una curva C.

En general, las condiciones de contorno determinarán si el sistema puede tener solución

única, quedar indeterminado con infinitas soluciones o resultar sobredeterminado y no

existir solución, como veremos en los ejemplos.

En los casos no homogéneos es válido el mismo resultado que para las EDOs:

la solución general del problema será la suma de la solución general del problema

homogéneo y cualquier solución particular del problema no homogéneo.

1.2. Otros métodos

En el caso homogéneo r(x, y) = 0 con c(x, y) ̸= 0 otro método equivalente consiste

en buscar soluciones de la forma

u(x, y) = h(x, y)g(p), (1.8)

donde g(p) es la solución para c(x, y) = 0 y h(x, y) es cualquier solución particular de

la ecuación completa, que a veces se puede encontrar por simple inspección.

1.3. Ejemplos

Encontrar la solución de la ecuación:

xux − 2yuy = 0, (1.9)

para cada una de las condiciones de contorno:

i) u(x = 1, y) = 2y + 1.

ii) u(1, 1) = 4.

iii) u(x, 1
x2
) = g(x).
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En primer lugar vamos a obtener las curvas caracteŕısticas integrando la ecuación
dy
dx

= b
a
con a = x, b = −2y. Estas curvas son x2y = C, donde C es la constante

de integración y por lo tanto tenemos p(x, y) = x2y. Para q tomamos q(x, y) = y.

En estas variables la ecuación queda:

uq = 0 (1.10)

y la solución general de la ecuación diferencial será u(x, y) = f(p(x, y)) = f(x2y),

con f una función arbitraria. u(x, y) permanece constante a lo largo de las carac-

teŕısticas.

i) En este caso: u(x = 1, y) = f(y) = 2y + 1 ⇒ u(x2y) = f(x2y) = 2x2y + 1 es la

única solución. La recta x = 1 corta a cada caracteŕıstica una vez y sólo una.

ii) u(1, 1) = 4 ⇒ f(1) = 4 y hay infinitas soluciones, por ejemplo: f(x) = x+3 ⇒
u(x, y) = x2y + 3, f(x) = 4x⇒ u(x, y) = 4x2y, f(x) = 4 ⇒ u(x, y) = 4, etc.

iii) u(x, 1
x2
) = f(1) = g(x). Si g(x) es una función constante, entonces la so-

lución solo está determinada a lo largo de la curva y = 1
x2
, que es una de las

caracteŕısticas. Si g(x) no es una función constante, entonces no existe ninguna

solución.

C =

1

4

C = 1

C = 2

pHx, yL = x2 y = C

xux - 2 yuy = 0

Curvas características: 

uHx, yL = f HpL = f Ix2 yM

x = 1

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
x

-4

-2

2

4

1

Figura 1. Caracteŕısticas de xux − 2yuy = 0

Obtengamos la solución general de la ecuación:

xux + 2uy − 2u = 0, (1.11)
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con la condición de que a lo largo del eje X, la solución vale u(x, 0) = x.

Integrando la ecuación dy
dx

= b
a
= 2

x
obtenemos las curvas caracteŕısticas p(x, y) =

xe−
y
2 = C. La ecuación se reduce entonces a uq−u = 0, que se integra fácilmente

para dar u(p, q) = f(p)eq, f(p) es la constante de integración con respecto a q.

Deshaciendo los cambios tenemos u(x, y) = eyf(xe−
y
2 ). Si utilizamos ahora la

condición de contorno tenemos que u(x, 0) = f(x) = x, por lo que finalmente

obtenemos la solución u(x, y) = xe
y
2 .

El segundo método que hemos mencionado requiere una solución particular de

la ecuación. En este caso es fácil ver que h(x, y) = x2 lo es (hay otras muchas).

Escribimos entonces u(x, y) = h(x, y)g(p) = x2g(xe−
y
2 ). La condición de contorno

nos dice que u(x, 0) = x2g(x) = x, lo cual fija g(x) = 1
x
obteniendo finalmente

u(x, y) = x2(xe−
y
2 )−1 = xe

y
2 .

Obtener la solución de yux−xuy = 3x, con la condición de contorno u(x, 0) = x2.

Las curvas caracteŕısticas en este caso se obtienen de dy
dx

= −x
y

y son x2 + y2 = C,

o sea p(x, y) = x2 + y2. Para el problema homogéneo tenemos entonces que

uh(x, y) = f(x2 + y2). Una solución particular de la ecuación no homogénea es

fácil de obtener a simple vista en este caso como up(x, y) = −3y. La solución

general será u(x, y) = f(x2 + y2) − 3y. La condición de contorno determina que

f(x2) = x2, o sea f(x) = x y finalmente u(x, y) = x2 + y2 − 3y.

2. Propiedades generales de las EDPs lineales de segundo or-

den

2.1. Clasificación y formas canónicas

En esta sección estudiaremos algunas propiedades generales de las EDPs lineales

de segundo orden en dos variables x, y, cuya forma más general será:

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +D(x, y)ux + E(x, y)uy +H(x, y)u = R(x, y),

(2.1)

que también podemos escribir más brevemente como:

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + F (ux, uy, u, x, y) = 0, (2.2)

con A,B,C, . . . funciones de clase 2 en una cierta región del plano XY . Suponemos que

A,B,C no se anulan simultáneamente.
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La estrategia que vamos a intentar consiste, de forma similar a lo que hicimos para

las ecuaciones de primer orden, en buscar cambios de variables adecuados que hagan

desaparecer algunos términos de la ecuación y la conviertan en otra de forma más

sencilla que nos sea posible resolver. Desgraciadamente, no va a ser posible encontrar

una solución general en todos los casos, sólo en algunos muy particulares.

Encontraremos el cambio adecuado y la forma más sencilla en que se puede escribir

la ecuación (forma canónica) en cada uno de los casos.

Consideremos entonces el cambio de variables:

(x, y) −→ (p, q) ⇒ p = p(x, y), q = q(x, y), (2.3)

con p(x, y) y q(x, y) de clase 2 y tales que el jacobiano de la transformación sea no nulo

pxqy − pyqx ̸= 0. Aplicando la regla de la cadena:

ux = up px + uq qx uy = up py + uq qy, (2.4)

y derivando de nuevo con la regla de la cadena:

uxx = upx px + up pxx + uqx qx + uq qxx

= (upp px + upq qx) px + up pxx + (uqp px + uqq qx) qx + uq qxx

= upp p
2
x + 2upq qxpx + uqq q

2
x + up pxx + uq qxx.

(2.5)

Análogamente,

uyy = upp p
2
y + 2upq qypy + uqq q

2
y + up pyy + uq qyy, (2.6)

y

uxy = upp pxpy + upq(qxpy + qypx) + uqq qxqy + up pxy + uq qxy. (2.7)

De este modo, la ecuación (2.2) adopta la forma

Ã(p, q) upp + B̃(p, q) upq + C̃(p, q) uqq + F̃ (p, q, u, up, uq) = 0, (2.8)

con

Ã = A p2x +B pxpy + C p2y,

B̃ = 2A qxpx +B(qxpy + qypx) + 2C qypy,

C̃ = A q2x +B qxqy + C q2y,

F̃ = F + A(uppxx + uqqxx) +B(uppxy + uqqxy) + C(uppyy + uqqyy).

(2.9)
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Supongamos ahora que queremos simplificar la ecuación anulando Ã y C̃ mediante

un cambio de variables. Entonces, utilizando las ecuaciones (2.9), vemos que p y q deben

satisfacer la misma ecuación cuadrática:

A

(
px
py

)2

+B
px
py

+ C = 0, A

(
qx
qy

)2

+B
qx
qy

+ C = 0, (2.10)

cuya solución es
px
py
,
qx
qy

=
−B ±

√
B2 − 4AC

2A
. (2.11)

Por lo tanto, la posibilidad de escoger nuevas coordenadas en las que Ã y C̃ se anulen

depende del signo del discriminante

∆ = B2 − 4AC, (2.12)

que depende, en general, de la región Ω del plano XY en la que nos encontremos.

Además, se puede comprobar fácilmente que cuando (x, y) → (p, q), la transformación

del determinante es ∆ → ∆̃ = ∆ (px qy − py qx)
2 y el signo de ∆ no cambia. Por lo

tanto las ecuaciones de segundo orden se pueden clasificar en tres tipos dependiendo

del valor de ∆ = B2 − 4AC :

∆ > 0, B2 > 4AC ⇒ Ecuaciones hiperbólicas

∆ = 0, B2 = 4AC ⇒ Ecuaciones parabólicas

∆ < 0, B2 < 4AC ⇒ Ecuaciones eĺıpticas.

(2.13)

El tipo de EDP queda completamente determinado por la parte que es estricta-

mente de segundo orden, que se denomina parte principal.

Ejemplo: y uxx + 2x uxy + y uyy = 0. En este caso, A = C = y, B = 2x, por lo que

∆ = B2 − 4AC = 4(x2 − y2). Aśı, la ecuación diferencial es hiperbólica en la región

y2 < x2, eĺıptica en y2 > x2 y parabólica en las rectas y = ±x.

2.1.1. EDPs hiperbólicas

En este caso, la ecuación cuadrática (2.11) admite dos soluciones reales:

px
py

=
−B +

√
∆

2A
≡ −λ1(x, y),

qx
qy

=
−B −

√
∆

2A
≡ −λ2(x, y) (2.14)

y, por lo tanto, p(x, y) y q(x, y) cumplen las EDPs de primer orden

px + λ1(x, y) py = 0, qx + λ2(x, y) qy = 0, (2.15)
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cuyas soluciones se obtienen en términos de sus curvas caracteŕısticas a las que, por

razones evidentes, llamaremos también curvas caracteŕısticas de la EDP de segundo

orden. Es decir, debemos encontrar las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordi-

narias
dy

dx
= λ1(x, y) ⇒ φ1(x, y) = cte, (2.16)

dy

dx
= λ2(x, y) ⇒ φ2(x, y) = cte, (2.17)

Las soluciones generales de estas ecuaciones de primer orden son, por lo tanto p(x, y) =

f(φ1(x, y)) y q(x, y) = g(φ2(x, y)), donde f y g son funciones arbitrarias. Dado que lo

que nos interesa es simplemente hacer un cambio de variables, nos quedamos con la

elección más sencilla:

p(x, y) = φ1(x, y), q(x, y) = φ2(x, y). (2.18)

Para el sistema hiperbólico, λ1(x, y) ̸= λ2(x, y) de modo que las dos curvas integrales

son diferentes.

En las nuevas coordenadas, Ã = C̃ = 0, de modo que la ecuación diferencial en

derivadas parciales adopta la forma:

upq + F̂ (p, q, u, up, uq) = 0, (2.19)

donde la función F̂ es una simple redefinición de F̃ ,

F̂ (p, q, u, up, uq) =
F̃ (p, q, u, up, uq)

B̃(p, q)
. (2.20)

A la ecuación (2.19) se la denomina primera forma canónica de una ecuación diferencial

en derivadas parciales hiperbólica.

Es conveniente para este tipo de ecuaciones, considerar el cambio de variables

adicional:

α(p, q) = p+ q, β(p, q) = p− q. (2.21)

Aśı,

up = uα + uβ, uq = uα − uβ, upq = uαα − uββ, (2.22)

y en las nuevas coordenadas, la EDP toma la forma:

uαα − uββ + F̄ (α, β, u, uα, uβ) = 0, (2.23)

que se conoce como segunda forma canónica de una EDP hiperbólica.
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Ejemplo: La ecuación de onda:

∂2u

∂x2
− 1

v2
∂2u

∂t2
= 0, (2.24)

tiene A = 1, B = 0 y C = −1/v2, de modo que ∆ = 4/v2 > 0, ∀x, t. x y vt son las

coordenadas de la segunda forma canónica de esta ecuación.

Ejemplo: Encontrar la forma canónica de la ecuación: y2uxx − x2uyy = 0.

2.1.2. EDPs eĺıpticas

Consideremos ahora el caso ∆ < 0. Ahora, λ1(x, y) y λ2(x, y) son funciones com-

plejas conjugadas:

λ1(x, y) =
B − i

√
−∆

2A
, λ2(x, y) =

B + i
√
−∆

2A
= λ∗1(x, y). (2.25)

Entonces, las nuevas variables p(x, y) y q(x, y) también son complejas conjugadas

q(x, y) = p∗(x, y) y podemos considerar sus partes real e imaginaria:

p(x, y) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) , q(x, y) = ϕ(x, y)− iψ(x, y) (2.26)

con ϕ, ψ funciones reales, de tal manera que el cambio de variables sea realmente

(x, y) → (ϕ, ψ). En términos de (p, q), la ecuación diferencial eĺıptica adopta, formal-

mente, la expresión (2.19). Dado que

ϕ(p, q) = Re{p} =
1

2
(p+ q) , ψ(p, q) = Im{p} =

1

i
(p− q) , (2.27)

las derivadas parciales de u relevantes se transforman como:

up =
1

2
(uϕ − iuψ) , uq =

1

2
(uϕ + iuψ) , upq =

1

4
(uϕϕ + uψψ) (2.28)

y la EDP eĺıptica adopta su forma canónica,

uϕϕ + uψψ + F̄ (uϕ, uψ, u, ϕ, ψ) = 0 , (2.29)

donde F̄ = F̄ (ϕ, ψ, u, uϕ, uψ) ≡ 4F̂ .

Ejemplo: Ecuación de Poisson

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= ρ(x, y) , (2.30)

en la que A = 1, B = 0 y C = 1 de modo que ∆ = −4 < 0, ∀x, y.

Ejemplo: Encontrar la forma canónica de la ecuación: uxx + x2uyy = 0.
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2.1.3. EDPs parabólicas

Finalmente, consideremos el caso ∆ = 0 en el que sólo existe una caracteŕıstica

a la que denotaremos p(x, y), por lo que Ã = 0. Sea q(x, y) una función cualquiera,

independiente de p(x, y) de tal manera que ambas funciones definan un cambio de

variables (invertible). Como ∆ = 0, entonces B =
√
4AC y px + λ1py = 0, con

λ1 =
B
2A

=
√
C√
A
⇒

√
Apx +

√
Cpy = 0, por lo que entonces

B̃ = 2A pxqx +B(px qy + qx py) + 2Cpyqy

= 2
(√

A px +
√
C py

)(√
A qx +

√
C qy

)
= 0 .

(2.31)

y la forma canónica de una ecuación diferencial parabólica resulta

uqq + F̂ (up, uq, u, p, q) = 0, (2.32)

con

F̂ (p, q, u, up, uq) =
F̃ (p, q, u, up, uq)

C̃(p, q)
. (2.33)

y C̃ se obtiene a partir de (2.9).

Ejemplo: Ecuación del calor
∂2u

∂x2
=

1

k

∂

∂t
, (2.34)

en la que A = 1, B = C = 0, de modo que ∆ = 0, ∀x, t.

Ejemplo: Encontrar la forma canónica de la ecuación: x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0

2.2. EDPs de Euler

La forma de las soluciones generales de las EDPs lineales dependen en gran parte de

tipo (hiperbólico, eĺıptico o parabólico) considerado. Esto puede comprobarse fácilmente

en el caso particular de las ecuaciones de Euler:

Auxx +Buxy + Cuyy = 0, (2.35)

donde A, B y C son constantes y D = E = H = R = 0, y para las que la solución

general se puede construir de forma exṕıcita. En este caso,

λ1 =
B −

√
∆

2A
, λ2 =

B +
√
∆

2A
, (2.36)
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con ∆ = B2 − 4AC son constantes y las curvas caracteŕısticas son rectas:

p(x, y) = y − λ1x = cte, q(x, y) = y − λ2x = cte. (2.37)

Si la ecuación es hiperbólica (∆ > 0), la primera forma canónica es:

upq = 0, (2.38)

cuya solución general es:

u(x, y) = F (p) +G(q) = F (y − λ1x) +G(y − λ2x), (2.39)

donde F yG son funciones arbitrarias. La segunda forma canónica será, para la ecuación

de Euler hiperbólica:

uαα − uββ = 0, (2.40)

Si la ecuación es eĺıptica (∆ < 0), las constantes λ1 y λ2 son dos números complejos

conjugados:

λ1 =
B − i

√
−∆

2A
, λ2 =

B + i
√
−∆

2A
= λ∗1. (2.41)

Como se ha explicado anteriormente, formalmente podemos hacer el cambio de variables

(x, y) → (p, q) con

p(x, y) = y − λ1x, q(x, y) = y − λ∗1x = p∗. (2.42)

Aśı, la ecuación se transforma en

upp∗ = 0

y la solución general es:

u(x, y) = F (p) +G(p∗) = F (y − λ1x) +G(y − λ∗1x). (2.43)

La aparición de argumentos complejos es una propiedad general de la solución de las

ecuaciones eĺıpticas (como la ecuación de Laplace).

Para la forma canónica, el cambio de variables utiliza las partes real e imaginaria

de p: (x, y) → (ϕ, ψ), con ϕ = Re p, ψ = Im p y se reduce en este caso a:

uϕϕ + uψψ = 0, (2.44)

la ecuación de Laplace.
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Si la ecuación es parabólica (∆ = 0), entonces λ1 = λ2 = B/2A = 2C/B de tal

forma que p(x, y) = y − λ1x. La segunda coordenada se construye eligiendo cualquier

λ̃2 ̸= λ1 y escribiendo q(x, y) = y− λ̃2x, de tal forma que la ecuación se transforma en:

uqq = 0. (2.45)

Por lo tanto, en el caso parabólico, la solución general es:

u(x, y) = F (p) + qG(p) = F (y − λ1x) + (y − λ̃2x)G(y − λ1x). (2.46)

Ejemplo: Encontrar la forma canónica de la ecuación uxx − 4uxy + 4uyy = 0

2.3. Resumen

En resumen, hemos visto que las EDPs lineales de segundo orden en dos variables

(x, y) pueden clasificarse en los tres tipos anteriores y escribirse en unas nuevas variables

(α, β) en las que adquieren las formas canónicas:

Ecuaciones hiperbólicas : uαα − uββ + F (u, uα, uβ, α, β) = 0

Ecuaciones parabólicas : uαα + F (u, uα, uβ, α, β) = 0

Ecuaciones eĺıpticas : uαα + uββ + F (u, uα, uβ, α, β) = 0.

(2.47)

En el caso de las ecuaciones de Euler (2.35), F (u, uα, uβ, α, β) = 0 en todos los casos y

tenemos:

Ecuaciones hiperbólicas : uαα − uββ = 0

Ecuaciones parabólicas : uαα = 0

Ecuaciones eĺıpticas : uαα + uββ = 0.

(2.48)

Para estas ecuaciones de Euler existen soluciones generales tal como se detalla en la

sección anterior.

2.4. Soluciones generales

En ocasiones, como es el caso de las ecuaciones de Euler, podremos resolverlas de

forma elemental y obtener soluciones generales a partir de los cambios de variables

dados por el método de las caracteŕısticas y las formas canónicas para cada uno de los

tipos de EDPs de segundo orden. Sin embargo, la mayoŕıa de las veces será imposible

y tendremos que buscar otros métodos. Algunas de estas formas resolubles son:
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Ecuaciones parabólicas en las que sólo aparecen derivadas respecto a una variable:

upp +Dup +Hu = R, (2.49)

ya que se trata de una ecuación ordinaria en la variable p. Las dos constantes de

integración serán funciones arbitrarias de la variable q.

Ejemplo: Hallar la solución general de x2uxx+2xyuxy+y
2uyy+xyux+y

2uy = 0.

En este caso la ecuación es parabólica en todo el plano: B2−4AC = 0 y λ1 = λ2 =
B
2A

= y
x
. Sólo hay una familia de caracteŕısticas, que es p(x, y) = x

y
= cte. Para

la otra coordenada elegimos q(x, y) = y. Introduciendo el cambio de variables se

obtiene la forma canónica: uqq+uq = 0. Para resolver la ecuación ponemos uq = v

e integramos: v(p, q) = f(p)e−q. Integrando de nuevo u(p, q) = g(p) − f(p)e−q,

donde f y g son funciones arbitrarias. Deshaciendo los cambios : u(x, y) = g(x
y
)−

f(x
y
)e−y

Ecuaciones hiperbólicas donde sólo aparece una de las derivadas primeras, con

forma canónica:

upq +Dup = R. (2.50)

Se resuelven haciendo up = v. La ecuación se transforma en una de primer orden:

vq + Dv = R, que se podrá integrar considerando p como un parámetro, por lo

que v contendrá una función arbitraria de p. Al integrar para obtener u aparecerá

una segunda función arbitraria, esta vez de q.

Ejemplo: Hallar la solución general de 4uxx + 5uxy + uyy + ux + uy = 3.

∆ = 9 > 0, la ecuación es hiperbólica y tenemos dos valores distintos: λ1 = 1,

λ2 =
1
4
. El cambio de variables será p(x, y) = x− y, q(x, y) = x− 4y, con lo que

se obtiene la forma canónica 3upq + uq + 1 = 0. Haciendo uq = v, integramos dos

veces para obtener u(p, q) = f(q)e−
1

3
p+ g(p)− q, con f y g funciones arbitrarias.

Deshaciendo el cambio: u(x, y) = f(x− 4y)e
1

3
(y−x) + g(x− y) + 4y − x.

2.5. Condiciones de contorno

Para las ecuaciones diferenciales ordinarias véıamos que para obtener una solución

única eran necesarias condiciones adicionales para fijar las constantes de integración.

Estas condiciones pod́ıan ser iniciales (el valor de la solución y su derivada en el instante

inicial, por ejemplo) o de contorno (los valores de la solución, de sus derivadas o una

combinación de ambas en los extremos del intervalo en el que se define el problema).

En las EDPs de primer orden fijábamos los valores de la solución sobre una curva que
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no fuese paralela a las caracteŕısticas. En los ejemplos de EDPs de segundo orden que

hemos visto aparecen siempre dos funciones arbitrarias en la solución.

En general, se distinguen tres tipos de condiciones de contorno:

a) Condiciones de Cauchy: Supongamos que una de las variables sea el tiempo t.

La condiciones de Cauchy consisten en especificar el valor de u(x, t) y ut(x, t) en

t = 0. Es decir, los valores iniciales de u y ut como funciones de la variable x.

b) Condiciones de Dirichlet: Consisten en especificar el valor de u = u(x, y) en cada

uno de los puntos de la frontera de una región.

b) Condiciones de Neumann: En este caso se prefija el valor de la derivada normal

de la función du/dn sobre la frontera de una región.

Las condiciones de Dirichlet y Neumann son condiciones de frontera, mientras que

las de Cauchy son el análogo de las condiciones iniciales de las EDO. Es frecuente

encontrar problemas en los que hay que considerar condiciones de contorno mixtas.

En general, diremos que la representación de un fenómeno f́ısico mediante una

EDP y un conjunto de condiciones de contorno está bien planteado (o bien formulado)

si verifica dos condiciones. En primer lugar, la solución debe ser única. En segundo, debe

ser estable. Es decir, pequeños cambios en las condiciones de contorno deben producir

pequeños cambios en la solución.

Para entender un poco mejor la condición de estabilidad, consideremos la ecuación

de Laplace

uxx + uyy = 0 (2.51)

con condiciones de contorno

u(x, 0) =
sen kx

k
, uy(x, 0) = 0, (2.52)

donde k es un parámetro. Es fácil comprobar que la solución (única) de este problema

es

u(x, y) =
1

k
sen kx cosh ky. (2.53)

Sin embargo, cuando k → ∞, las condiciones de contorno convergen a

u(x, 0) → 0, uy(x, 0) = 0, (2.54)

que corresponden a la solución trivial u(x, y) = 0. Pero la solución 2.53 converge a

u(x, y) → 1

2k
sen kx ek|y| → ∞ si y ̸= 0. (2.55)
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Por lo tanto, diremos que el problema definido por (2.51) y (2.52) no está bien planteado.

En las secciones siguientes vamos a estudiar las condiciones para las que están bien

definidos los tres problemas clásicos: la ecuación de ondas, la ecuación del calor y la

ecuación de Laplace.

2.6. Ecuación de ondas

2.6.1. Condiciones de Cauchy. Solución de d’Alembert

Consideremos la ecuación de ondas unidimensional:

uxx −
1

c2
utt = h(x, t), (2.56)

sometida a las condiciones (iniciales) de Cauchy:

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x). (2.57)

Esta ecuación describe las oscilaciones de una cuerda elástica unidimensional de tal

manera que u = u(x, t) es el desplazamiento del punto correspondiente a x respecto a

su posición de equilibrio. Consideramos que estos desplazamientos son siempre trans-

versales y de pequeña amplitud. c2 = T
ρ
, donde T es la tensión de la cuerda y ρ es la

densidad lineal. El término h(x, t) representa la fuerza externa por unidad de masa que

actúa en la dirección vertical sobre el punto x en el instante t. Consideremos el caso

homogéneo, sin fuerzas externas:

uxx −
1

c2
utt = 0, (2.58)

Se trata de una ecuación de Euler hiperbólica con:

λ1 =
1

c
, λ2 = −1

c
, (2.59)

cuya solución general es:

u(x, t) = f1

(
t− x

c

)
+ f2

(
t+

x

c

)
≡ F (x− ct) +G(x+ ct). (2.60)

F (x−ct) puede interpretarse como una onda que se propaga de izquierda a derecha con

velocidad c, mientras que G(x+ct) lo hace en sentido contrario con la misma velocidad.

Las funciones F y G se determinan utilizando las condiciones de contorno que, en

este caso, son condiciones de Cauchy:

u(x, 0) = F (x) +G(x) = f(x), ut(x, 0) = −cF ′(x) + cG′(x) = g(x). (2.61)
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Integrando la segunda ecuación tenemos:

−F (x) +G(x) =
1

c

∫ x

x0

dz g(z), (2.62)

donde x0 es una constante arbitaria. Por lo tanto,

F (x) =
1

2
f(x)− 1

2c

∫ x

x0

dz g(z), G(x) =
1

2
f(x) +

1

2c

∫ x

x0

dz g(z), (2.63)

y finalmente la solución del problema es:

u(x, t) =
1

2

(
f(x− ct) + f(x+ ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
dz g(z), (2.64)

que es conocida como solución de d’Alembert. Esta solución indica que el valor de

u(x, t) sólo depende de las condiciones iniciales en los puntos que se encuentran entre

x− ct y x+ ct, y no depende de los valores iniciales fuera de ese dominio. El intervalo

(x− ct, x+ ct) se denomina dominio de dependencia de la solución u(x, t). Claramente

la solución de d’Alembert es única y estable, ya que depende continuamente de las

condiciones iniciales.

Demostremos esta última afirmación: consideremos condiciones iniciales ligeramen-

te distintas f ′(x), g′(x), de manera que |f(x) − f ′(x)| < δ y |g(x) − g′(x)| < δ, ∀x.
Entonces, para t ∈ [0, T ]:

|u(x)− u′(x)| =

= |1
2
((f(x+ ct)− f ′(x+ ct)) +

1

2
(f(x− ct)− f ′(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
(g(z)− g′(z)) dz| ≤

≤ 1

2
|f(x+ ct)− f ′(x+ ct)|+ 1

2
|f(x− ct)− f ′(x− ct)|+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
|g(z)− g′(z)|dz <

< δ +
δ

2c

∫ x+cT

x−cT
dz = δ(1 + T ) < ϵ, si δ <

ϵ

1 + T
.

(2.65)

2.6.2. La cuerda semiacotada: ecuación de ondas en la semirrecta real

Consideremos ahora el caso en que x ≥ 0. Es decir, el caso de una cuerda que sólo

se propaga en una semirrecta. Para poder utilizar la solución de d’Alembert en este caso

es necesario extender las funciones f y g que especifican las condiciones de contorno a

toda la recta real. Sean estas extensiones f̃ , g̃, de manera que f̃(x) = f(x), ∀x ≥ 0 y

g̃(x) = g(x), ∀x ≥ 0. Para hacerlo, hay que imponer una condición de contorno en la

frontera x = 0.

19



Hay muchas posibles elecciones. Por ejemplo, podemos imponer:

u(0, t) = 0, (2.66)

que es una condición de Dirichlet (homogénea). En este caso, utilizando la solución de

d’Alembert,

u(0, t) =
1

2

(
f̃(−ct) + f̃(+ct)

)
+

1

2c

∫ +ct

−ct
dz g̃(z) = 0 ∀ t, (2.67)

de donde deducimos que las funciones f̃ y g̃ tienen que ser impares,

f̃(−z) = −f̃(z), g̃(−z) = −g̃(z). (2.68)

Otra posibilidad es imponer la condición:

ux(0, t) = 0, (2.69)

que es una condición de Neumann (homogénea). Utilizando de nuevo la solución de

d’Alembert,

ux(0, t) =
1

2

(
f̃ ′(−ct) + f̃ ′(+ct)

)
+

1

2c

(
g̃(+ct)− g̃(−ct)

)
= 0 ∀ t, (2.70)

se concluye (imponiendo la continuidad de f̃) que en este caso las funciones f̃ y g̃ tienen

que ser pares,

f̃(−z) = +f̃(z), g̃(−z) = +g̃(z). (2.71)

Obsérvese que en los dos casos el resultado proporciona una extensión de las condi-

ciones iniciales a puntos que no están en el dominio de definición del problema (x < 0

en este caso).

2.6.3. La cuerda acotada: ecuación de ondas en un segmento

Supongamos ahora que la cuerda sólo puede propagarse en un segmento de longitud

finita: 0 ≤ x ≤ L (por ejemplo, la cuerda de una guitarra). En este caso hay que

imponer condiciones de contorno en x = 0 y x = L. Definimos ahora las extensiones de

f y g a toda la recta real, f̃ y g̃, de manera que coinciden en el intervalo 0 ≤ x ≤ L:

f̃(x) = f(x), y g̃(x) = g(x), ∀x|0 ≤ x ≤ L Una posible elección es:

u(0, t) = u(L, t) = 0, (2.72)

es decir condiciones de Dirichlet (homogéneas). Utilizando una vez más la solución de

d’Alembert,

u(L, t) =
1

2

(
f̃(L− ct) + f̃(L+ ct)

)
+

1

2c

∫ L+ct

L−ct
dz g̃(z) = 0 ∀ t. (2.73)
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Por lo tanto, teniendo en cuenta que f̃ y g̃ son funciones impares:

f̃(L+ ct) = −f̃(L− ct) = +f̃(−L+ ct)

g̃(L+ ct) = −g̃(L− ct) = +g̃(−L+ ct),
(2.74)

de donde se concluye que, además, deben ser periódicas con periodo 2L:

f̃(z) = f̃(z + 2L) = −f̃(−z), g̃(z) = g̃(z + 2L) = −g̃(−z) (2.75)

Otra elección posible es:

ux(0, t) = ux(L, t) = 0, (2.76)

es decir condiciones de Neumann (homogéneas). La solución de d’Alembert,

ux(L, t) =
1

2

(
f̃ ′(L− ct) + f̃ ′(L+ ct)

)
+

1

2c

(
g̃(L+ ct)− g̃(L− ct)

)
= 0 ∀ t, (2.77)

nos conduce a:

f̃(z) = f̃(z + 2L) = +f̃(−z), g̃(z) = g̃(z + 2L) = +g̃(−z). (2.78)

Teorema (de unicidad): Sea u(x, t) una solución en el intervalo 0 ≤ x ≤ L con deriva-

das segundas continuas de la ecuación de ondas inhomogénea:

uxx −
1

c2
utt = F (x, t), (2.79)

que satisface las condiciones iniciales:

u(x, 0) = f(x) ut(x, 0) = g(x), (2.80)

y de frontera:

u(0, t) = µ1(t) u(L, t) = µ2(t). (2.81)

Entonces u(x, t) es única.

Demostración: Sean u1(x, t) y u2(x, t) dos soluciones de (2.79)–(2.81). Su diferencia,

v(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t), satisface obviamente la ecuación de ondas homogénea,

vxx − c−2vtt = 0, con condiciones iniciales v(x, 0) = vt(x, 0) = 0 y de frontera v(0, t) =

v(L, t) = 0. Definamos ahora la función:

E(t) =
1

2

∫ L

0

(
v2x +

1

c2
v2t

)
dx. (2.82)
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E(t) resulta ser la enerǵıa de la cuerda en el instante t. De hecho, veamos que es una

cantidad conservada, Ė(t) = 0,

Ė(t) =

∫ L

0

(
vx vxt +

1

c2
vt vtt

)
dx

= (vx vt)|x=Lx=0 −
∫ L

0

vt

(
vxx −

1

c2
vtt

)
dx = 0,

(2.83)

donde hemos utilizado integración por partes, la ecuación de ondas y las condiciones

de frontera, ya que éstas implican, vt(0, t) = vt(L, t) = 0. De modo que E(t) = E(0).

Pero vx(x, 0) = 0 y vt(x, 0) = 0, por lo que E(t) = 0. Como el integrando de (2.82)

es definido positivo, esto lleva a vx(x, t) = vt(x, t) = 0, es decir, v(x, t) = cte, y las

condiciones de frontera, por último, llevan a v(x, t) = 0, entonces u1(x, t) = u2(x, t).

2.7. Ecuación del calor

La ecuación del calor en una dimensión:

uxx −
1

k
ut = F (x, t) (2.84)

describe la distribución de temperaturas a lo largo de una varilla delgada que se puede

considerar unidimensional. u(x, t) representa la temperatura del punto x en el instante t

y k > 0 es una constante proporcional a la conductibilidad e inversamente proporcional

a la densidad y el calor espećıfico. El término no homogéneo F (x, t) representa una

fuente de calor en el interior de la varilla.

El problema para la varilla infinita x ∈ R está bien definido ∀t > 0, basta dar la

distribución inicial de temperaturas u(x, 0) = f(x). Observemos que no se puede dar

ut(x, 0) de forma arbitraria, pues ut(x, 0) = k[uxx(x, 0)− F (x, t)] = k[f ′′(x)− F (x, 0)].

Para la varilla acotada, x ∈ [0, L], se deben proporcionar condiciones de contorno,

que pueden ser de varios tipos, con distintos significados f́ısicos en cada caso:

a) Si los extremos toman temperaturas dadas a lo largo del tiempo u(0, t) = h0(t),

u(L, t) = hL(t). Si los extremos están en contacto con focos térmicos, dichos

valores son constantes a lo largo del tiempo e iguales a las temperaturas de los

focos. Éstas seŕıan condiciones de Dirichlet.

b) También podemos fijar el flujo de calor en los extremos, especificando las derivadas

de la solución: ux(0, t) = h0(t), ux(L, t) = hL(t). En particular, si los extremos

están aislados, entonces h0(t) = hL(t) = 0. En este caso tenemos condiciones de

Neumann.
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c) Otras condiciones de contorno combinan las anteriores, por ejemplo:

u(0, t)− aux(0, t) = h0(t), u(L, t) + bux(L, t) = hL(t), (2.85)

con a, b > 0 expresan la radiación libre de calor hacia un medio a temperatura

dada. Si por ejemplo el extremo x = L está más (menos) caliente que hL entonces

irradia (absorbe) calor, pues ux = hL−u
b

< 0 y se enfŕıa (> 0 y se calienta), de

modo que el flujo de calor es siempre en sentido opuesto al gradiente de tempe-

raturas. Lo mismo en el otro extremo.

Cualquiera de estos casos posee solución única:

Teorema: Sea u(x, t) una solución en el intervalo 0 ≤ x ≤ L con derivadas segundas

continuas de la ecuación del calor

uxx −
1

k
ut = F (x, t), (2.86)

que satisface condiciones de contorno de cualquiera de los tipos anteriores. Entonces

u(x, t) es única.

Demostración: Sean u1 y u2 soluciones. Entonces u = u1−u2 satisface el problema con

F = f = h0 = hL = 0. Multiplicando la ecuación por u e integrando con respecto a x

entre 0 y L:∫ L

0

uutdx− k

∫ L

0

uuxxdx =
1

2

d

dt

∫ L

0

u2dx− k [uux]
(L,t)
(0,t) + k

∫ L

0

u2xdx = 0. (2.87)

En los casos a) y b) el término de frontera es nulo. En el caso c), u(0, t) = aux(0, t) y

u(L, t) = −bux(L, t), por lo que k [uux]
(L,t)
(0,t) = −bu2x(L) − au2x(0) ≤ 0, ya que a, b > 0

(no seŕıa admisible que a ó b fuesen negativos, pues el calor fluye en el sentido de la

temperatura decreciente). Los dos últimos términos de la ecuación anterior son por lo

tanto positivos (k > 0) y entonces:

d

dt

∫ L

0

u2dx ≤ 0. (2.88)

La integral U(t) =
∫ L
0
u2dx es no creciente ( d

dt
U(t) ≤ 0) y satisface U(0) = 0, U(t) ≥ 0,

de donde U(t) = 0 ⇒ u = 0 y la solución es única.

Otra manera de probar la unicidad, que además también permite demostrar la

estabilidad, seŕıa utilizar un principio del máximo como el siguiente, que no vamos a

demostrar:
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Teorema (de los valores máximo y mı́nimo). Si u(x, t) es continua en [0, T ]× [0, L] y

satisface uxx− 1
k
ut = 0 en (0, T )×(0, L), los valores máximo y mı́nimo de u se alcanzan

o bien en t = 0, o bien en x = 0 o bien en x = L (Si ni la temperatura inicial de la

varilla ni la de los extremos supera un valor M no se puede crear en su interior una

temperatura mayor que M sin fuentes externas).

Utilizaremos argumentos principios similares a éste para probar la unicidad de las

soluciones de la ecuación de Laplace.

2.8. Ecuación de Laplace

Las ecuaciones de Laplace y de Poisson ejemplos de ecuaciones de tipo eĺıptico con

múltiples aplicaciones tanto en f́ısica como en matemáticas. La ecuación de Laplace des-

cribe, por ejemplo, la distribución estacionaria de temperaturas (poniendo ∂u/∂t = 0

en la ecuación del calor) en un cuerpo en ausencia de fuentes de calor (después de

un tiempo suficientemente largo). Es también la ecuación que satisfacen los potencia-

les electrostático o gravitatorio en ausencia de cargas o masas, respectivamente. El

potencial de velocidades de un fluido incompresible (v = ∇u también satisface dicha

ecuación. La presencia de fuentes de fluido o calor, cargas, masas, etc. da lugar a los

términos no homogéneos en la ecuación de Poisson.

Las funciones que satisfacen la ecuación de Laplace ∇2u = 0 se denominan funcio-

nes armónicas. En tres dimensiones, es fácil comprobar que el potencial coulombiano:

u(r) =
1

r
, r = |r⃗| = (x2 + y2 + z2)1/2, (2.89)

es una función armónica en R3 − {⃗0}. De hecho,

∇⃗f(r) = f ′(r)
r⃗

r
⇒ ∇⃗

(
1

r

)
= − r⃗

r3
, (2.90)

y

∇2

(
1

r

)
= ∇⃗ ·

(
− r⃗

r3

)
= −∇⃗ · r⃗

r3
+ 3

r⃗ · ∇⃗r
r4

= 0, (2.91)

como consecuencia de ∇⃗ · r⃗ = 3 y r⃗ · ∇⃗r = r. Claramente el cálculo anterior no es

válido en el origen de coordenadas. En general se puede comprobar fácilmente que las

siguientes funciones son armónicas:

u(r⃗) = log r, en R2 − {⃗0}

u(r⃗) =
1

rn−2
, en Rn − {⃗0}, n ≥ 3.

(2.92)
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2.8.1. Identidades de Green

En el estudio de las soluciones de las ecuaciones de Laplace y de Poisson en R3 (tres

variables1) se utilizan frecuentemente dos identidades que son consecuencia directa del

teorema de Gauss: ∫
D

∇⃗ · F⃗ d3r⃗ =

∫
∂D

F⃗ · dS⃗, (2.93)

dondeD es un dominio acotado de R3, d3r⃗ es el elemento de volumen, ∂D es su frontera,

dS⃗ = n̂ dσ es el elemento de superficie correspondiente a ∂D, y n̂ es la normal unitaria

sobre ∂D orientada hacia el exterior.

La primera identidad de Green se deduce con F⃗ = ψ∇⃗φ, con φ ∈ C(2)(D) y ψ ∈
C(1)(D). En este caso, el teorema de Gauss implica:∫

D

ψ∇⃗2φ d3r⃗ =

∫
∂D

ψ∇⃗φ · dS⃗ −
∫
D

∇⃗ψ · ∇⃗φ d3r⃗

=

∫
∂D

ψ
∂φ

∂n
dσ −

∫
D

∇⃗ψ · ∇⃗φ d3r⃗.
(2.94)

La segunda identidad de Green se obtiene de forma sencilla a partir de la primera

con φ, ψ ∈ C(2)(D):∫
D

(ψ∇⃗2φ− φ∇⃗2ψ) d3r⃗ =

∫
∂D

(ψ∇⃗φ− φ∇⃗ψ) · dS⃗. (2.95)

2.8.2. Algunas propiedades de las funciones armónicas

Supongamos ahora que u es solución de la ecuación de Poisson: ∇2u = ρ(r⃗) en D.

Aplicando la segunda identidad de Green a ψ = 1 y φ = u se obtiene:∫
D

∇2u d3r⃗ =

∫
D

ρ(r⃗) d3r⃗ =

∫
∂D

n̂ · ∇⃗u dσ. (2.96)

En electrostática, donde u es el potencial eléctrico, ∇⃗u es el campo eléctrico y ρ es la

densidad de carga eléctrica, esta identidad se conoce como ley de Gauss:∫
∂D

n̂ · ∇⃗u dσ =

∫
D

ρ(r⃗) d3r⃗. (2.97)

En particular, si u es una función armónica (ρ = 0) se verifica:∫
∂D

n̂ · ∇⃗u dσ = 0, (2.98)

1Todos los resultados que obtendremos en esta sección pueden ser generalizados fácilmente al caso

D ⊂ R2.
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lo que demuestra que el flujo del gradiente de una función armónica en D a través de

cualquier superficie cerrada contenida en D es nulo.

Teorema (del valor medio): Sea u(r⃗) una función armónica en el interior DR de una

esfera SR de radio R centrada en r⃗0. Entonces, su valor en el centro de DR es igual a

la media de sus valores en su frontera:

u(r⃗0) =
1

4πR2

∫
SR

u(r⃗) dσ. (2.99)

Demostración: Para simplificar la notación supondremos que r⃗0 = 0⃗. Sea Sρ una esfera

concéntrica con SR con radio ρ < R y llamemos D̃ a la región contenida entre las dos

superficies Sρ y SR. Dado que D̃ no contiene al origen, la función ψ = 1/r es armónica

en D̃. Como, por hipótesis, φ = u también es armónica, la segunda identidad de Green

implica:

0 =

∫
SR∪Sρ

(
ψ ∇⃗u− u ∇⃗ψ

)
· dS⃗ =

(∫
SR

+

∫
Sρ

)
n̂ ·
(
ψ ∇⃗u− u ∇⃗ψ

)
dσ, (2.100)

donde se ha utilizado que ∂D̃ = SR ∪ Sρ. Teniendo en cuenta que la función ψ es

constante en SR y Sρ y que la función u es armónica en D, la identidad (2.98) implica:∫
SR

n̂ ·
(
ψ ∇⃗u

)
dσ =

1

R

∫
SR

n̂ · ∇⃗u dσ = 0, (2.101a)∫
Sρ

n̂ ·
(
ψ ∇⃗u

)
dσ =

1

ρ

∫
Sρ

n̂ · ∇⃗u dσ = 0. (2.101b)

Por otra parte, las normales exteriores a las superficies esféricas son n̂ = r̂ en SR y

n̂ = −r̂ en Sρ, por lo que:

n̂ · ∇⃗ψ
∣∣∣∣
SR

=
∂ψ

∂r

∣∣∣∣
SR

=
∂

∂r

(
1

r

) ∣∣∣∣
SR

= − 1

r2

∣∣∣∣
SR

= − 1

R2
, (2.102a)

n̂ · ∇⃗ψ
∣∣∣∣
Sρ

= −∂ψ
∂r

∣∣∣∣
Sρ

= − ∂

∂r

(
1

r

) ∣∣∣∣
Sρ

=
1

r2

∣∣∣∣
Sρ

= +
1

ρ2
(2.102b)

y, a partir de (2.100), se obtiene:

1

R2

∫
SR

u(r⃗) dσ =
1

ρ2

∫
Sρ

u(r⃗) dσ. (2.103)

Podemos aplicar, ahora, el teorema del valor medio ordinario según el cual existe r⃗⋆ ∈ Sρ
tal que: ∫

Sρ

u(r⃗) dσ = u(r⃗⋆)

∫
Sρ

dσ = 4πρ2 u(r⃗⋆). (2.104)
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Sustituyendo en (2.103), resulta:

u(r⃗⋆) =
1

4πR2

∫
SR

u(r⃗) dσ. (2.105)

Tomando ahora el ĺımite ρ → 0, que implica r⃗⋆ → 0⃗, se completa la demostración del

teorema. 2 □
Teorema (de los valores máximo y mı́nimo): Sea u(r⃗) una función armónica en un

dominio finito D ⊂ R3 cuya frontera es una superficie cerrada S, tal que u(r⃗) es

continua en D̄ = D ∪ S. Entonces u(r⃗) alcanza sus valores máximo y mı́nimo sobre S.

Demostración: Demostraremos primero el teorema del valor máximo. Sean:

MD̄ = max u
∣∣
D̄
, MS = max u|S . (2.106)

Dado que S ⊂ D̄, MD̄ ≥ MS. Supongamos que MD̄ > MS. Entonces, existe al menos

un punto r⃗0 ∈ D tal que MD̄ = u(r⃗0). Definamos la función auxiliar:

v(r⃗) = u(r⃗) +
MD̄ −MS

2d2
(r⃗ − r⃗0)

2, (2.107)

donde d es un número real arbitrario que cumple (r⃗ − r⃗0)
2 < d2 para todo r⃗ ∈ D̄. Por

definición, v(r⃗) es una función continua tal que:

∇2v = ∇2u+
MD̄ −MS

2d2
∇2(r⃗ − r⃗0)

2 =
3(MD̄ −MS)

d2
> 0 (2.108)

para todo r⃗ ∈ D. Además:

v(r⃗) ≤MS +
MD̄ −MS

2d2
d2 =

MD̄ +MS

2
< MD̄ , ∀r⃗ ∈ S. (2.109)

y

v(r⃗0) = u(r⃗0) =MD̄. (2.110)

Como la función v(r⃗) es continua en D̄ (compacto), las identidades anteriores aseguran

que v(r⃗) tiene un máximo en un punto interior r⃗1 ∈ D. Pero esto implica que:

∇2v(r⃗1) ≤ 0, (2.111)

lo que está en contradicción con (2.108). Por lo tanto, la hipótesis MD̄ > MS es falsa,

lo que implica que MD̄ = MS demostrando el teorema del valor máximo. El teorema

del valor mı́nimo se demuestra de forma similar. □
2En R2 el teorema del valor medio toma la forma

u(r⃗0) =
1

2πR

∫
CR

u(r⃗) ds,

siendo CR una circunferencia centrada en r⃗0 de radio R. Para demostrarlo, se usa la función auxiliar

ψ = log r.
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2.8.3. Unicidad de la solución

En R3 podemos demostrar que la ecuación de Poisson (o de Laplace) con condi-

ciones de Dirichlet o de Neumann es única utilizando la primera identidad de Green.

Supongamos que existan dos soluciones u1 y u2 de la ecuación de Poisson ∇⃗2u = ρ en

D que satisfacen las mismas condiciones de contorno:

u(r⃗)
∣∣
∂D

= g(r⃗) (Dirichlet) ó
∂

∂n
u(r⃗)

∣∣∣
∂D

= g(r⃗) (Neumann) (2.112)

y consideremos su diferencia v = u1 − u2. En tal caso v es una función armónica en D

que cumple: 3

v(r⃗)
∣∣
∂D

= 0 ó
∂

∂n
v(r⃗)

∣∣∣
∂D

= 0. (2.113)

Aplicando la primera identidad de Green (2.94) a ψ = φ = v se obtiene:∫
D

∣∣∇⃗v∣∣2dτ =

∫
∂D

v
∂v

∂n
dσ, (2.114)

que, para los dos tipos de condiciones de contorno, se anula. Esto implica que ∇⃗v = 0⃗

en D. Por lo tanto, para las condiciones de Dirichlet v = 0 y la solución es única. Por

su parte, para las condiciones de Neumann, la solución será única salvo una constante

aditiva.

Del segundo miembro de (2.114) se deduce claramente que también será única (salvo

constantes) la solución de un problema con condiciones de contorno mixtas: Dirichlet

en una parte de ∂D y Neumann en otra.

3. Método de separación de variables

3.1. Método general

En los casos en que no podamos encontrar soluciones generales que nos permitan

resolver las ecuaciones debemos buscar otros métodos. Uno de los métodos más útiles

es el de separación de variables. En lugar de buscar combinaciones de variables tales

que las soluciones sean funciones arbitrarias de dichas combinaciones buscaremos la

separación de las variables independientes tanto como sea posible. Por ejemplo, para

un problema en dos variables, buscaremos soluciones u(x, y) = X(x)Y (y), donde cada

una de las funciones denotadas con mayúsculas depende sólo de su argumento, no de

3En el caso de las condiciones de Dirichelet, la unicidad de la solución queda asegurada por el

teorema de los valores máximo y mı́nimo que, en este caso, implica v(r⃗) = 0⃗ en D y, por lo tanto,

u1 = u2.
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las otras variables. En muchos casos, la EDP puede reducirse de esta manera en dos

EDOs en las respectivas variables x, y, que se pueden resolver por separado.

Para un mayor número de variables, por ejemplo tres variables espaciales y una

temporal, pondremos, por ejemplo u(r⃗, t) = u(x, y, z, t) = X(x)Y (y)Z(z)T (t). Solu-

ciones de este tipo se dicen completamente separables, pero hay otras opciones. Por

ejemplo: la función u(x, y, z, t) = (x2 + y2)z cosωt es parcialmente separable en z, t,

pero no en x, y. Muchas veces la separación de variables no será posible, pero algunas

ecuaciones frecuentes e importantes tienen soluciones útiles a las que se puede llegar

por este método.

3.2. Caso homogéneo

Sea una EDP lineal y homogénea en su forma canónica:

auxx + cuyy + dux + euy + fu = 0, (3.1)

donde a = −c en el caso hiperbólico, a = c en el caso eĺıptico y a = 0 ó c = 0 en el

caso parabólico.

Consideremos el caso en que todos los coeficientes son funciones constantes y ha-

gamos u(x, y) = X(x)Y (y). Entonces:

aX ′′Y + cXY ′′ + dX ′Y + eXY ′ + fXY = 0 (3.2)

o, dividiendo por XY :

a
X ′′

X
+ c

Y ′′

Y
+ d

X ′

X
+ e

Y ′

Y
+ f =

(
a
X ′′

X
+ d

X ′

X
+ f

)
+

(
c
Y ′′

Y
+ e

Y ′

Y

)
= 0. (3.3)

En la segunda de estas ecuaciones el primer paréntesis depende sólo de x y el segundo

depende sólo de y, por lo que cada uno de ellos debe ser igual a una constante:

a
X ′′

X
+ d

X ′

X
+ f = λ

c
Y ′′

Y
+ e

Y ′

Y
= −λ,

(3.4)

donde la constante λ es la constante de separación. Las ecuaciones anteriores pueden

escribirse:

aX ′′ + dX ′ + (f − λ)X = 0

cY ′′ + eY ′ + λY = 0,
(3.5)

de manera que u(x, y) será solución de la EDP si X(x) e Y (y) son soluciones de las

ecuaciones ordinarias anteriores por separado.
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Si los coeficientes no son constantes, el método de separación de variables puede

funcionar en algunos casos. Por ejemplo, para la ecuación:

xtuxx − ut = 0 (3.6)

la separación es posible y nos lleva a:

xX ′′

X
=
T ′

tT
(3.7)

y por lo tanto a las siguientes ecuaciones ordinarias para X y T :

xX ′′ + λX = 0; T ′ + λtT = 0, (3.8)

donde λ es la constante de separación.

En cambio para la ecuación:

(x+ t)uxx + ut = 0 (3.9)

la separación de variables no se puede llevar a cabo.

3.2.1. Superposición de soluciones

La constante de separación es, en principio, arbitraria, con la única condición de

que deber ser la misma en las dos partes de la ecuación. En el caso de dos variables

tendremos una constante de separación. En general, para problemas con n variables,

tendremos n− 1 constantes de separación.

Si la EDP es lineal, las soluciones matemáticamente aceptables son combinaciones

lineales de las soluciones correspondientes a los diferentes valores de las constantes de

separación λi permitidos por las condiciones de contorno. Si estos valores son discretos:

u(x, y) =
∑
λi

aλiXλi(x)Yλi(y). (3.10)

Escribiŕıamos una integral en lugar de la suma si el espectro fuese continuo.

En general, las condiciones de contorno pueden permitir el cálculo de los coeficientes

aλi cuando las Xλi (o las Yλi) forman una base del espacio de funciones (autofunciones

del tipo sen, cos (series de Fourier), funciones de Bessel, polinomios de Legendre, etc).

A continuación vermos algunos ejemplos en coordenadas cartesianas.
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3.2.2. Cuerda vibrante con extremos fijos

Para la ecuación de ondas en 1d:

uxx −
1

c2
utt = 0, (3.11)

ponemos u(x, t) = X(x)T (t) y sustituyendo en la ecuación:

X ′′(x)T (t)− 1

c2
X(x)T ′′(t) = 0, (3.12)

donde las primas representan derivadas ordinarias respecto a la única variable de cada

función. Dividiendo por XT :
X ′′(x)

X(x)
=

1

c2
T ′′(t)

T (t)
. (3.13)

Como cada miembro de esta ecuación depende sólo de una de las variables, el primero

de x y el segundo de t, ambos deben ser necesariamente una constante, que llamaremos

−k2 (constante de separación):

X ′′(x)

X(x)
=

1

c2
T ′′(t)

T (t)
= −k2, (3.14)

con lo que reducimos el problema a resolver dos ecuaciones ordinarias de segundo orden

con las correspondientes condiciones de contorno (dos problemas de Sturm-Liouville):

X ′′ + k2X = 0,

T ′′ + k2c2T = 0.
(3.15)

Los valores de la constante k2 (los autovalores) estarán determinados por las condiciones

de contorno. Si k2 > 0, las soluciones generales para la ecuación de ondas en variables

separadas será:

X(x) = aeikx + be−ikx,

T (t) = ceikct + de−ikct,
(3.16)

y por lo tanto:

X(x)T (t) = Aeik(x+ct) +Be−ik(x+ct) + Ceik(x−ct) +De−ik(x−ct) = F (x+ ct) +G(x− ct),

(3.17)

de acuerdo con la solución general que obtuvimos en las secciones anteriores por el

método de las curvas caracteŕısticas, en este caso las rectas x ± ct = cte. La solución

representa ondas planas moviéndose hacia la derecha y hacia la izquierda con velocidad
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c y número de ondas k, siendo ω = kc la frecuencia angular. Las condiciones de contorno

determinarán los valores admitidos de k, ω, etc.

El problema de la cuerda vibrante con extremos fijos consiste en resolver la ecuación

de ondas (3.11) en una dimensión en un intervalo [0, L], con condiciones iniciales

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) (3.18)

y condiciones de frontera (homogéneas) en los extremos

u(0, t) = u(L, t) = 0, (3.19)

es decir:

X(0)T (t) = X(L)T (t) = 0 ∀t⇒ X(0) = X(L) = 0. (3.20)

Con estas condiciones de contorno, los autovalores y autofunciones para la parte espacial

quedan determinados como

kn =
nπ

L
, n = 1, 2, . . . (3.21)

y

Xn(x) = sen
nπ

L
x (3.22)

En la ecuación temporal aparecen los mismos autovalores kn y tendremos entonces :

Tn(t) = an cos
nπc

L
t+ bn sen

nπc

L
t. (3.23)

La solución completa será entonces una superposición lineal en forma de serie:

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
an cos

nπc

L
t+ bn sen

nπc

L
t
)
sen

nπ

L
x. (3.24)

Además, deben satisfacerse las condiciones iniciales:

u(x, 0) =
∞∑
n=1

an sen
nπ

L
x = f(x), (3.25)

que es la serie de Fourier de senos de f(x), de donde quedan determinadas las constantes

an =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
nπ

L
xdx, n = 1, 2, . . . (3.26)

y análogamente:

ut(x, 0) =
∞∑
n=1

bn
nπc

L
sen

nπ

L
x = g(x), (3.27)

de donde obtenemos las bn como los coeficientes de Fourier de g(x):

bn =
2

nπc

∫ L

0

g(x) sen
nπ

L
xdx, n = 1, 2, . . . (3.28)

De esta manera, la solución al problema queda determinada de forma única.
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3.2.3. Ecuación del calor en una varilla con extremos a temperatura cero

Para la ecucuación del calor en una dimensión: ut − κuxx = 0, con κ > 0 la

separación de variables u(x, t) = X(x)T (t) conduce a las ecuaciones:

X ′′ + λ2X = 0

T ′ + λ2κT = 0,
(3.29)

donde hemos llamado λ2 a la constante de separación. Si las condiciones de contorno

imponen que u se anule para t → ∞, la solución de la parte temporal será T (t) =

ce−λ
2κt, con lo cual tiene que ser λ2 > 0 y la solución será de la forma:

u(x, t) = (A cosλx+B senλx)e−λ
2κt. (3.30)

Si los extremos están en contacto con focos térmicos a T = 0 tenemos las condiciones

de Dirichlet homogéneas: u(0, t) = u(L, t) = 0, es decir X(0) = X(L) = 0 y las

mismas soluciones para X que en el caso de la cuerda con extremos fijos, con λn = nπ
L
:

Xn(x) = sen nπ
L
x. El mismo valor de λ aparece en la solución de la ecuación temporal,

cuyas soluciones serán T (t) = ce−
n2π2

L2 κt. Haciendo la superposición lineal:

u(x, t) =
∞∑
n=1

ane
−n2π2

L2 κt sen
nπ

L
x. (3.31)

Para la condición inicial

u(x, 0) = f(x) =
∞∑
n=1

an sen
nπ

L
x, (3.32)

tenemos la serie de Fourier de f(x) con coeficientes

an =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
nπ

L
xdx (3.33)

y la solución queda determinada de forma única. Para t→ ∞, u(x, t) → 0, ∀x ∈ [0.L],

la barra tiende a alcanzar T = 0 de manera uniforme.

3.3. Problemas no homogéneos

En los ejemplos anteriores el éxito del método de separación de variables se deb́ıa a

que las ecuaciones eran lineales y homogéneas y también al hecho de que las condiciones

de contorno también eran lineales y homogéneas. Veamos un ejemplo con inhomoge-

neidades tanto en la ecuación como en las condiciones de contorno.
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3.3.1. Condiciones de contorno no homogéneas

Sea el siguiente problema no homogéneo para la ecuación del calor:

ut − uxx = α(x, t), 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

u(0, t) = h0(t),

u(L, t) = hL(t),

u(x, 0) = g(x)

(3.34)

donde α(x, t) es una función continua de x y t y h0(t), hL(t) son funciones diferenciables

de t.

Queremos reducir el problema a uno con condiciones de contorno homogéneas para

la cual hacemos la descomposición:

u(x, t) = w(x, t) + U(x, t). (3.35)

A la función U(x, t) le imponemos que satisfaga las inhomogeneidades en las condiciones

de contorno y nada más:

U(0, t) = h0(t),

U(L, t) = hL(t).
(3.36)

Elegimos para U(x, t) la solución más sencilla posible, por ejemplo en este caso:

U(x, t) = h0(t) + x[hL(t)− h0(t)]. (3.37)

De esta manera w satisface las condiciones de contorno homogéneas:

w(0, t) = u(0, t)− U(0, t) = h0(t)− h0(t) = 0,

w(L, t) = u(L, t)− U(L, t) = hL(t)− hL(t) = 0
(3.38)

y el problema se reduce ahora a obtener w(x, t) tal que:

wt − wxx = F (x, t) 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

w(0, t) = 0,

w(L, t) = 0,

w(x, 0) = f(x),

(3.39)

donde F (x, t) = α(x, t) − Ut(x, t) y f(x) = g(x) − U(x, 0), es decir, un problema no

homogéneo pero con condiciones de contorno homogéneas que podremos resolver por

separación de variables tal como veremos a continuación.
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3.3.2. Ecuaciones no homogéneas. Método de desarrollo en autofunciones

Para una EDP no homogénea podemos utilizar el mismo resultado que para las

ecuaciones ordinarias: la solución de la ecuación no homogénea será la suma de una

solución general de la homogénea más una solución particular de la ecuación completa.

En general puede no ser tan sencillo encontrar la solución particular y deberemos usar

el método de desarrollo en autofunciones.

1. Primero consideramos el problema homogéneo asociado. En nuestro ejemplo:

wt − wxx = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

w(0, t) = 0,

w(L, t) = 0,

w(x, 0) = f(x)

(3.40)

y buscamos su solución por separación de variables. Come hemos visto anterior-

mente obtenemos dos ecuaciones ordinarias para x y t (3.29), con autovalores

λn = nπ
L

y autofunciones Xn(x) = sen nπ
L
x para la parte espacial.

2. Ahora, en cambio, no resolvemos la ecuación para T (t), sino que usamos el método

del desarrollo en autofunciones para escribir la solución al problema no homogéneo

como una serie en las autofunciones del problema homogéneo:

w(x, t) =
∞∑
n=1

wn(t)Xn(x) =
∞∑
n=1

wn(t) sen
nπ

L
x, (3.41)

donde los coeficientes wn(t) dependen de t, de forma similar al método de variación

de constantes.

Las funciones F (x, t) y f(x) podrán expresarse también en función de la base de

las mismas autofunciones:

f(x) =
∞∑
n=1

fn sen
nπ

L
x

F (x, t) =
∞∑
n=1

Fn(t) sen
nπ

L
x,

(3.42)

donde fn y Fn(t) son los correspondientes coeficientes de Fourier:

fn =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
nπ

L
x

Fn(t) =
2

L

∫ L

0

F (x, t) sen
nπ

L
x.

(3.43)
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3. El siguiente paso es sustituir la expresión (3.41) en la ecuación (3.39) e imponer

que sea solución:

wt(x, t)− wxx(x, t) =

=
∞∑
n=1

[
dwn(t)

dt
+
n2π2

L2
wn(t)

]
sen

nπ

L
x = F (x, t) =

∞∑
n=1

Fn(t) sen
nπ

L
x,

(3.44)

por lo que, dada la ortogonalidad de las autofunciones en [0, L] significa que cada

wn(t) satisface una ecuación ordinaria de primer orden:

dwn(t)

dt
+
n2π2

L2
wn(t) = Fn(t), n = 1, . . . ,∞. (3.45)

Además, de la condición inicial tenemos:

w(x, 0) =
∞∑
n=1

wn(0) sen
nπ

L
x = f(x) =

∞∑
n=1

fn sen
nπ

L
x (3.46)

y usando de nuevo la ortogonalidad de las autofunciones:

wn(0) = fn, n = 1, . . . ,∞. (3.47)

Resolviendo el sistema dado por (3.45) y (3.47) obtenemos la solución al problema.

3.4. Separación de variables en coordenadas curviĺıneas

A menudo será conveniente utilizar coordenadas curviĺıneas en dos o tres dimen-

siones, generalmente polares planas, ciĺındricas y esféricas. Para ello necesitaremos el

laplaciano en dichos sistemas de coordenadas:

Polares planas, (r, θ):

∇2u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
=
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
,

∇2u =
1

r
(rur)r +

1

r2
uθθ = urr +

1

r
ur +

1

r2
uθθ.

(3.48)

Ciĺındricas, (r, θ, z):

∇2u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂z2
,

∇2u =
1

r
(rur)r +

1

r2
uθθ + uzz = urr +

1

r
ur +

1

r2
uθθ + uzz.

(3.49)
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Esféricas, (r, θ, φ):

∇2u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sen2 θ

∂2u

∂φ2
,

∇2u =
1

r
(r2ur)r +

1

r2 sen θ
(sen θ uθ)θ +

1

r2 sen2 θ
uφφ.

(3.50)

3.4.1. Problema de Dirichlet en el ćırculo

Resolvamos expĺıcitamente la ecuación bidimensional de Laplace en un ćırculo de

radio R centrado en el origen de coordenadas:

∇2u = 0, x2 + y2 ≤ R2, (3.51)

suponiendo que conocemos el valor de u en la circunferencia x2+ y2 = R2. El problema

se simplifica si utilizamos coordenadas polares (r, θ), de tal manera que la circunferencia

corresponde a r = R. Con estas variables, u(r, θ) satisface la condición de Dirichlet:

u(R, θ) = f(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π, (3.52)

donde f(θ) es una función continua con peŕıodo 2π.

Utilizado el método de separación de variables, buscaremos soluciones del tipo:

u(r, θ) = R(r)Θ(θ), (3.53)

para las que la ecuación de Laplace se reduce a:

R′′(r)Θ(θ) +
1

r
R′(r)Θ(θ) +

1

r2
R(r)Θ′′(θ) = 0. (3.54)

Multiplicando por r2 (RΘ)−1 se obtiene:

r2
R′′(r)

R(r)
+ r

R′(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
= k2, (3.55)

donde k2 es una constante arbitraria. Tenemos, aśı, las EDOs:

Θ′′(θ) + k2 Θ(θ) = 0, (3.56a)

r2R′′(r) + rR′(r)− k2R(r) = 0. (3.56b)

Como u(r, θ + 2π) = u(r, θ) ⇒ Θ(θ + 2π) = Θ(θ), tiene que ser k2 ≥ 0 y la solución

de la ecuación (3.56a) será:

Θ(θ) = A cos(k θ) +B sen(k θ). (3.57)
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Además, sólo las soluciones correspondientes a k ≡ n ∈ Z son admisibles. De

hecho, como cambiando n → −n no se obtienen soluciones independientes podemos

restringirnos a n ≥ 0. En particular, para n = 0 la solución es: Θ(θ) = A = cte ≡ A0

2
.

En resumen,

Θn(θ) =

{
A0

2
, si n = 0

An cos(nθ) +Bn sen(nθ), si n = 1, 2, . . .
(3.58)

Tenemos que resolver ahora la ecuación radial (3.56b), que es una ecuación de Euler.

Buscando soluciones de la forma Rn(r) = rλ, resulta la ecuación cuadrática:

λ(λ− 1) + λ− n2 = 0, ⇒ λ± = ±n. (3.59)

Es decir, las soluciones linealmente independientes son rn y r−n. Como queremos que

la solución sea finita en el interior del ćırculo, y en particular en el origen, la segunda

solución no es admisible y

Rn(r) = cnr
n. (3.60)

Por lo tanto, la solución general viene dada por la combinación lineal:

u(r, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

rn (An cos(nθ) +Bn sen(nθ)) . (3.61)

Las constantes An y Bn se obtienen imponiendo la condición de Dirichlet (3.52):,

u(R, θ) = f(θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

Rn (An cos(nθ) +Bn sen(nθ)) . (3.62)

La ecuación anterior no es otra cosa que la expansión en serie de Fourier de la función

f(θ). Los coeficientes de la expansión se obtienen mediante las expresiones:

An =
1

πRn

∫ 2π

0

f(φ) cos(nφ) dφ, Bn =
1

πRn

∫ 2π

0

f(φ) sen(nφ) dφ, n ≥ 0. (3.63)

Reemplazando estos coeficientes en la suma:

u(r, θ) =
1

π

∫ 2π

0

f(φ)

[
1

2
+

∞∑
n=1

( r
R

)n
(cos(nθ) cos(nφ) + sen(nθ) sen(nφ))

]
dφ,

(3.64)

pero cos(nθ) cos(nφ) + sen(nθ) sen(nφ) = cos n(θ − φ). Recordando ahora la fórmula

de Euler, cos x = (eix + e−ix)/2, podemos escribir:

∞∑
n=1

( r
R

)n
cos n(θ − φ) =

1

2

∞∑
n=1

[( r
R
ei(θ−φ)

)n
+
( r
R
e−i(θ−φ)

)n]
. (3.65)
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Las dos series del lado derecho son geométricas y su suma viene dada por

∞∑
n=1

zn =
z

1− z
, |z| < 1. (3.66)

En las dos series, |z| = r/R < 1 y, por lo tanto,

∞∑
n=1

( r
R

)n
cosn(θ − φ) =

1

2

[
rei(θ−φ)

R− rei(θ−φ)
+

re−i(θ−φ)

R− re−i(θ−φ)

]
(3.67a)

=
1

2

[
rR(ei(θ−φ) + e−i(θ−φ))− 2r2

R2 − rR(ei(θ−φ) + e−i(θ−φ)) + r2

]
(3.67b)

=
rRcos(θ − φ)− r2

r2 +R2 − 2rRcos(θ − φ)
. (3.67c)

Entonces, sumando el 1/2 adicional en el integrando de (3.64),

1

2
+

∞∑
n=1

( r
R

)n
cosn(θ − φ) =

1

2

[
R2 − r2

r2 +R2 − 2rR cos(θ − φ)

]
. (3.68)

Sustituyendo este resultado en (3.64) obtenemos la solución del problema de Dirichlet

en el ćırculo

u(r, θ) =
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(φ)

r2 +R2 − 2rR cos(θ − φ)
dφ, (3.69)

que es conocida como fórmula integral de Poisson. Notar que, en r = 0,

u(0, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(φ) dφ, (3.70)

expresión que está de acuerdo con el teorema del valor medio.

3.4.2. Ecuación de Helmholtz en polares

Cuando separamos variables en la ecuación de ondas: ∇2u = 1
c2
utt, u(r⃗, t) =

F (r⃗)T (t), tenemos:

∇2F + λ2F = 0,

T ′′ + λ2c2T = 0.
(3.71)

La primera ecuación se llama ecuación de Helmholtz y en una dimensión no es más

que la ecuación tipo oscilador armónico F ′′ + λ2F = 0. La misma ecuación aparece

cuando separamos variables en la ecuación del calor, Schrodinger, etc. en dos o en tres

dimensiones.
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La ecuación de Helmholtz en coordenadas polares:

∇2F + λ2F =
1

r
(rFr)r +

1

r2
Fθθ + λ2F = 0 (3.72)

puede resolverse por separación de variables, haciendo F (r⃗) = R(r)Θ(θ) e introduciendo

una constante de separación m2. Para la parte radial de la ecuación tenemos, entonces:

R′′ +
1

r
R′ + (λ2 − m2

r2
)R = 0, (3.73)

ecuación que tras el cambio de variable s = λr se convierte en:

s2R′′ + sR′ + (s2 −m2)R = 0, (3.74)

que es la ecuación de Bessel. Las soluciones se expresan entonces en términos de fun-

ciones de Bessel de orden m:

Rm(r) = aJm(λr) + bYm(λr). (3.75)

3.4.3. Problema de Dirichlet no homogéneo en el ćırculo

Para los problemas no homogéneos en coordenadas curviĺıneas podemos seguir

métodos análogos a los que usamos en cartesianas y concretamente el de desarrollo en

autofunciones.

Consideremos un caso concreto; ∇2u = 4, r < 1, u(1, θ) = cos 2θ. Probamos una

serie con las mismas autofunciones que en el problema homogéneo:

u(r, θ) = a0(r) +
∞∑
n=1

[an(r) cosnθ + bn(r) sennθ] , (3.76)

lo que nos lleva al sistema de ecuaciones:

ra′′0 + a′0 = 4r

r2a′′n + ra′n − n2an = 0

r2b′′n + rb′n − n2bn = 0,

(3.77)

además de las condiciones impuestas por u(1, θ) = cos 2θ, que son bn(1) = 0 ∀n,
a2(1) = 1 y an(1) = 0 ∀n ̸= 2. Si además la solución ha de ser acotada para r = 0,

podemos resolver el sistema para obtener que a0(r) = −1 + r2, a2(r) = r2, siendo el

resto de an y bn igual a cero. La solución es, por lo tanto:

u(r, θ) = r2 − 1 + r2 cos 2θ (3.78)
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3.5. Ecuaciones en más de dos variables

A menudo en f́ısica tendremos que resolver ecuaciones en un número mayor de

dimensiones, EDPs en más de dos variables. El método de separación de variables

implica entonces más de una constante de separación y las EDOs que obtendremos

tendrá n soluciones menos elementales. Por completitud de este tema presentamos un

par de ejemplos a continuación.

3.5.1. Ecuación del calor en un cuadrado

Como ejemplo de problema en dos dimensiones espaciales planteamos el de la ecua-

ción del calor uxx + uyy − 1
κ
ut = 0 en el cuadrado (x, y) ∈ (0, π)× (0, π). Supongamos

que los cuatro lados del cuadrado están a temperatura nula: u(x, 0, t) = u(x, π, t) =

u(0, y, t) = u(π, y, t) = 0. La separación de variables nos conduce a las tres ecuaciones:

X ′′ + λ2X = 0,

Y ′′ + µ2Y = 0,

T ′ + κ(λ2 + µ2)T = 0.

(3.79)

Las condiciones de contorno fijan los autovalores λ = n, µ = m, con n,m = 1, 2, . . .,

por lo que la solución vendrá dada en este caso por una serie de Fourier doble:

u(x, y, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

cnme
−κ(n2+m2)t sennx senmy, (3.80)

y para la condición inicial

u(x, y, 0) = f(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

cnm sennx senmy, (3.81)

los coeficientes cnm vienen dados por:

cnm =
4

π2

∫ π

0

∫ π

0

f(x, y) sennx senmy dxdy. (3.82)

3.5.2. Ecuación de Laplace en esféricas

Para la ecuación de Laplace en esféricas.

∇2u =
1

r2
(r2ur)r +

1

r2 sen θ
(sen θ uθ)θ +

1

r2 sen2 θ
uφφ = 0, (3.83)

el método de separación de variables u(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) nos conduce a:

(r2R′)′

R
= − 1

sen θ

(sen θ Θ′)′

Θ
− 1

sen2 θ

Φ′′

Φ
= λ2. (3.84)
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La ecuación radial es de tipo Euler, con solución R(r) = Arl + Br−(l+1), donde hemos

parametrizdo λ2 = l(l + 1).

La ecuación angular se escribe:

sen θ
(sen θ Θ′)′

Θ
+ l(l + 1) sen2 θ +

Φ′′

Φ
= 0, (3.85)

de donde, separando θ y φ, tenemos para φ: Φ′′ + m2Φ = 0, cuyas soluciones son

Φ(φ) = ceimφ + de−imφ, con m un número entero como consecuencia de la condición

de que la función Φ sea univaluada (periódica) en φ ∈ (0, 2π). La ecuación para θ se

convierte, tras el cambio de variable µ = cos θ en:

[(1− µ2)Θµ]µ + [l(l + 1)− m

1− µ2
]Θ = 0, (3.86)

que es la ecuación de Legendre asociada. Sus soluciones son los polinomios asociados

de Legendre, Pm
l (µ), Qm

l (µ), donde l = 0, 1, 2, . . . y −l ≤ m ≤ l. Para que la solución

esté acotada sobre el eje polar µ = cos θ = ±1, suele descartarse Qm
l (µ), que diverge y

entonces, reuniendo todos los resultados tenemos autofunciones:

uml (r, θ, φ) = aml Rl(r)Y
m
l (θ, φ), (3.87)

donde Y m
l (θ, φ) = eimφPm

l (cos θ), con l = 0, 1, 2, . . . y −l ≤ m ≤ l, son los armónicos

esféricos, que contienen la dependencia angular de la ecuación de Laplace. Son autofun-

ciones que forman un conjunto ortogonal, de manera que toda función de los ángulos

puede escribirse:

f(θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

flmY
m
l (θ, φ). (3.88)

Si el problema tiene simetŕıa axial (ciĺındrica), entonces uφ = 0, m = 0 y Φ(φ) =cte.

A menudo exigimos que la solución esté acotada en r = 0, por lo que Rl(r) = rl y la

solución se escribe :

u(r, θ) =
∞∑
l=0

alr
lPl(cos θ), (3.89)

donde Pl(cos θ) = P 0
l (cos θ) son los polinomios de Legendre ordinarios:

P0(cos θ) = 1,

P1(cos θ) = cos θ,

P2(cos θ) =
3

2
cos2 θ − 1

2
,

P3(cos θ) =
5

2
cos3 θ − 3

2
cos θ, . . .

(3.90)
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Si tenemos una condición de contorno sobre la superficie de la esfera u(R, θ) = f(θ),

entonces

u(R, θ) =
∞∑
l=0

alR
lPl(cos θ) = f(θ), (3.91)

donde los al vienen dados por:

al =
2l + 1

2Rl

∫ π

0

f(θ)Pl(cos θ) sen θdθ. (3.92)

4. Función de Green

Concluimos con una breve introducción al papel de la función de Green en EDPs.

Sea el problema no homogéneo,

Lu(r⃗) = ρ(r⃗), (4.1)

donde L es un operador lineal, por ejemplo, ∇2. De manera análoga al caso de las

EDOs, podemos definir la función de Green como la respuesta del sistema a un impulso

unitario o elemental o a una fuente puntual situados en r⃗0:

LG(r⃗, r⃗0) = δ(r⃗, r⃗0), (4.2)

para un problema definido en un volumen V que tiene como frontera una superficie S.

Sabemos que la función de Green G(r⃗, r⃗0) satisface las mismas condiciones de contorno

homogéneas que u(r⃗) y la solución será:

u(r⃗) =

∫
V

G(r⃗, r⃗0)ρ(r⃗0)dV (r⃗0). (4.3)

Alternativamente se puede utilizar el método de las autofunciones de L:

Lun(r⃗) = λnun(r⃗), (4.4)

donde λn son los autovalores, que son reales si L es hermı́tico. En este caso, la función

de Green viene dada por:

G(r⃗, r⃗0) =
∞∑
n=0

un(r⃗)u
∗
n(r⃗0)

λn
. (4.5)

En general, para resolver el problema con condiciones de contorno no homogéneas

haćıamos un cambio de variables de manera que las nuevas condiciones de contorno śı

fuesen homogéneas, al precio de tener un término no homogéneo en la ecuación.
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En el caso de EDPs, las condiciones de contorno más comunes son:

- Dirichlet: especifican u(r⃗) para r⃗ ∈ S.

- Neumann: especifican ∂u(r⃗)
∂n

para r⃗ ∈ S, donde ∂u(r⃗)
∂n

= ∇u(r⃗) · n̂, siendo n̂ el vector

unitario normal a la superficie hacia afuera.

Consideremos la ecuación de Poisson:

∇2u(r⃗) = ρ(r⃗), (4.6)

su función de Green satisface:

∇2G(r⃗, r⃗0) = δ(r⃗, r⃗0). (4.7)

Usando la segunda identidad de Green (2.95), tomando Φ = u(r⃗) y Ψ = G(r⃗, r⃗0)

tenemos que:∫
V

[
u(r⃗)∇2G(r⃗, r⃗0)−G(r⃗, r⃗0)∇2u(r⃗)

]
dV =

∫
S

[
u(r⃗)

∂G(r⃗, r⃗0)

∂n
−G(r⃗, r⃗0)

∂u(r⃗)

∂n

]
dS.

(4.8)

El primer término del primer miembro es, usando (4.7) y las propiedades de la δ de

Dirac: ∫
V

u(r⃗)∇2G(r⃗, r⃗0) =

∫
V

u(r⃗)δ(r⃗, r⃗0) = u(r⃗0). (4.9)

Usando (4.6) en el segundo término y despejando u(r⃗0):

u(r⃗0) =

∫
V

G(r⃗, r⃗0)ρ(r⃗)dV +

∫
S

[
u(r⃗)

∂G(r⃗, r⃗0)

∂n
−G(r⃗, r⃗0)

∂u(r⃗)

∂n

]
dS. (4.10)

Si las condiciones de contorno son homogéneas, sean de Dirichlet: u(r⃗) = 0 para r⃗ ∈ S

o de Neumann: ∂u(r⃗)
∂n

= 0 para r⃗ ∈ S, basta exigir que la función de Green satisfaga

las mismas condiciones para que el segundo miembro se anule y recuperar el resultado

conocido:

u(r⃗0) =

∫
V

G(r⃗, r⃗0)ρ(r⃗)dV. (4.11)

En el caso de condiciones de contorno no homogéneas, podemos elegir G(r⃗, r⃗0) que

satisfaga aquéllas que nos permitan obtener una solución de la manera más sencilla

posible. Por ejemplo, si tenemos condiciones de Dirichlet: u(r⃗) = f(r⃗) para r⃗ ∈ S,

buscamos una función de Green tal que G(r⃗, r⃗0) = 0, ∀r⃗ ∈ S, de manera que:

u(r⃗0) =

∫
V

G(r⃗, r⃗0)ρ(r⃗)dV +

∫
S

f(r⃗)
∂G(r⃗, r⃗0)

∂n
dS. (4.12)
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En este caso debemos hallar entonces una función de Green que satisface:

i) ∇2G(r⃗, r⃗0) = δ(r⃗, r⃗0).

ii) G(r⃗, r⃗0) = 0, ∀r⃗ ∈ S.

Habitualmente se toma:

G(r⃗, r⃗0) = F (r⃗, r⃗0) +H(r⃗, r⃗0), (4.13)

donde F es tal que ∇2F = δ, aunque no satisfaga las condiciones de contorno y H

se elige de manera que ∇2H = 0 y haga que G se anule sobre la frontera S. Este

es el fundamento del método de las imágenes. La función F se donomina solución

fundamental.

Ejemplo:

Para hallar el potencial electrostático debido a una distribución de carga ρ, tenemos

la ecuación de Poisson:

∇2u(r⃗) = −ρ(r⃗)
ϵ0

. (4.14)

La función de Green que tiende a cero para |r⃗| → ∞ es:

G(r⃗, r⃗0) =
1

4πϵ0|r⃗ − r⃗0|
. (4.15)

La condición (de Dirichlet) es u(r⃗) = f(r⃗) = 0, para |r⃗| → ∞, por lo que tomamos S

como la esfera de radio |r⃗| → ∞ y la solución viene dada por:

u(r⃗0) =

∫
V

G(r⃗, r⃗0)ρ(r⃗)dV =

∫
V

ρ(r⃗)

4πϵ0|r⃗ − r⃗0|
dV. (4.16)
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Barcelona 1982.

[7] R. Haberman: Ecuaciones en Derivadas Parciales, 3ª edición. Prentice Hall, Madrid

2003.

[8] R. Courant and D. Hilbert: Methods of Mathematical Physics, vol. II. John Wiley &

Sons, 1989 (original 1962).

[9] L. Rubinstein: Partial Differential Equations in Classical Mathematical Physics,

Cambridge University Press, 1998.

46

https://teorica.fis.ucm.es/pparanda/EDPs.html

	Introducción
	EDPs lineales de primer orden
	Método general: curvas características
	Otros métodos
	Ejemplos

	Propiedades generales de las EDPs lineales de segundo orden
	Clasificación y formas canónicas
	EDPs hiperbólicas
	EDPs elípticas
	EDPs parabólicas

	EDPs de Euler
	Resumen
	Soluciones generales
	Condiciones de contorno
	Ecuación de ondas
	Condiciones de Cauchy. Solución de d'Alembert
	La cuerda semiacotada: ecuación de ondas en la semirrecta real
	La cuerda acotada: ecuación de ondas en un segmento

	Ecuación del calor
	Ecuación de Laplace
	Identidades de Green
	Algunas propiedades de las funciones armónicas
	Unicidad de la solución


	Método de separación de variables
	Método general
	Caso homogéneo
	Superposición de soluciones
	Cuerda vibrante con extremos fijos
	Ecuación del calor en una varilla con extremos a temperatura cero

	Problemas no homogéneos
	Condiciones de contorno no homogéneas
	Ecuaciones no homogéneas. Método de desarrollo en autofunciones

	Separación de variables en coordenadas curvilíneas
	Problema de Dirichlet en el círculo
	Ecuación de Helmholtz en polares
	Problema de Dirichlet no homogéneo en el círculo

	Ecuaciones en más de dos variables
	Ecuación del calor en un cuadrado
	Ecuación de Laplace en esféricas


	Función de Green
	Bibliografía

